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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЗНАМЕНАТЕЛЕЙ АППРОКСИМАЦИЙ ПАДЕ–ЧЕБЫШЕВА ДЛЯ ПОСЛЕДНЕЙ ПРОМЕЖУТОЧНОЙ СТРОКИ. РАЦИОНАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ
В.М. Адуков, О.Л. Ибряева
В статье рассматривается асимптотика знаменателей аппроксимаций Паде–Чебышева рациональной функции для последней промежуточной строки таблицы Паде–Чебышева. В явном виде найдены все предельные точки множества полюсов аппроксимаций Паде–Чебышева для данного случая.
1. Введение
Классическое определение аппроксимаций Паде для степенных рядов легко может быть перенесено на случай рядов по системе ортогональных многочленов. Однако теория сходимости аппроксимаций Паде ортогональных разложений в настоящее время пока далека от завершения. Основные результаты были получены С.П. Суетиным [1–3] и Д.С. Любинским, А. Сиди [4]. Полная теория имеется только для одной строчной последовательности аппроксимаций (аналог теоремы Монтессу де Болора, доказанный С.П. Суетиным [1–2]).
В статье [5] был предложен метод исследования равномерной сходимости для так называемой последней промежуточной строки классической таблицы Паде. Соображения устойчивости позволили показать, что асимптотическое поведение знаменателей аппроксимации Паде для мероморфной функции и ее рациональной части одинаково. Тем самым задача исследования равномерной сходимости аппроксимаций Паде для данной строки была сведена к рациональному случаю.
Частным случаем ортогональных разложений являются разложения по системе многочленов Чебышева 
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. Мы собираемся перенести методы и результаты [5] на случай аппроксимаций Паде–Чебышева. Мы полагаем, что предельное поведение аппроксимаций Паде–Чебышева для мероморфной функции и для ее рациональной части также будет одинаковым. Поэтому в этой работе мы изучаем рациональный случай.
2. Постановка задачи
Обозначим 
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 – эллипс с фокусами в точках 
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 – его внутренность. Пусть 
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 за исключением точек 
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Проведем через 
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 систему эллипсов с фокусами в точках 
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. Пусть внутри эллипса с максимальной суммой полуосей лежит 
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 полюсов. Обозначим этот эллипс – 
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 – любой эллипс, не содержащий полюсов 
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[image: image21.wmf]0

D

 в ряд по многочленам Чебышева: 
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(см., например, [6]).
Рациональную функцию 
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будем называть линейной аппроксимацией Паде–Чебышева типа (n,m).
Набор таких аппроксимаций принято записывать в виде таблицы, которая называется таблицей Паде–Чебышева. Аппроксимации Паде–Чебышева типа 
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 при фиксированном 
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 образуют строку таблицы с номером 
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Если 
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), то, по теореме С.П. Суетина [1], примененной к аппроксимациям Паде–Чебышева, 
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 равномерно внутри области 
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) с выброшенными полюсами функции 
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Строка с номером 
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 таким, что 
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, называется промежуточной строкой. Мы будем изучать строку с номером 
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, т.е. последнюю промежуточную строку. Для этой строки мы собираемся найти в явном виде для рациональных функций все частичные пределы последовательности подходящим образом нормированных знаменателей аппроксимаций Паде–Чебышева. Будет описано множество всех предельных точек полюсов аппроксимаций Паде–Чебышева в данном случае.
3. Явная формула для знаменателей аппроксимаций Паде–Чебышева
Пусть 
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– правильная рациональная дробь и 
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Цель данного параграфа – найти явно знаменатели линейных аппроксимаций Паде–Чебышева типа 
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Пусть 
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 для всех 
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Уравнением Безу назовем уравнение вида
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где 
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 – коэффициенты многочлена (1).
Очевидно, что, в силу взаимной простоты 
[image: image54.wmf]()

Nz

 и 
[image: image55.wmf]()

Dz

, решение уравнения (2) всегда существует. Можно показать, что существует единственное решение уравнения (2), удовлетворяющее условию 
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Следующая теорема является одной из основных в этом параграфе.
Теорема 1. Пусть 
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Если дополнительно выполнено условие 
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 – линейная аппроксимация Паде–Чебышева типа 
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Доказательство. Из уравнения Безу получаем
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В правой части равенства сделаем замену 
[image: image66.wmf]11

2

zw

w

æö

=+

ç÷

èø

. Легко видеть, что при такой замене 
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Без ограничения общности можно считать, что 
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. Тогда функция 
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Тогда в круге 
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 имеем следующее разложение: 
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И, следовательно, в кольце 
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Возвращаясь к старой переменной 
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 и учитывая, что 
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Поскольку 
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 и, следовательно, это соотношение означает, что 
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 является линейной аппроксимацией Паде–Чебышева типа 
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Для получения явной формулы знаменателя 
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 нам потребуется два вспомогательных утверждения. 
Предложение 1. Для 
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где 
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 – формальный старший коэффициент многочлена 
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Эти рекуррентные соотношения легко следуют из уравнения Безу и правила умножения для многочленов Чебышева. 
Предложение 2. Для 
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,  справедливы следующие формулы: 
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Проверяется непосредственно по индукции, с использованием предложения 1. Теперь мы можем найти 
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Теорема 2. Пусть разложение знаменателя 
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 по многочленам Чебышева имеет вид: 
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Тогда для 
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Доказательство. Рассмотрим уравнения 
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Слева в этом равенстве стоит многочлен степени не выше 
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Окончательный результат выглядит теперь следующим образом.

Теорема 3. Многочлен 
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Здесь 
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 коэффициент при 
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Штрих у суммы означает, что слагаемое, соответствующее
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Доказательство. Достаточно показать, что 
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Для 
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 формула, очевидно, верна. Предполагая, что она верна также для 
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Из рекуррентного соотношения для многочленов 
[image: image124.wmf]()

k

Xz

  получаем:
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Воспользовавшись правилом умножения для многочленов Чебышева, имеем:
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откуда после несложных преобразований и получим требуемое.

Замечание. Легко видеть, что 
[image: image127.wmf]()

n

Vz

 может также быть представлено в виде:
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Осталось получить явное представление для коэффициентов 
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Теорема 4. Для старшего коэффициента 
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Коэффициент 
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Здесь 
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Доказательство. Будем рассматривать многочлен 
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Тогда,
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Отсюда получаем, что старший коэффициент многочлена 
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Для нахождения 
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продифференцируем его 
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 раз по переменной 
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Здесь 
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 – биномиальные коэффициенты.
Поскольку 
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Тогда 
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Преобразуя последнее выражение по формуле Лейбница и, учитывая, что 
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Отсюда находим:
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Подставим найденные значения для 
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4. Асимптотическое поведение знаменателей аппроксимаций Паде-Чебышева

Изучим предельное поведение минимальных решений 
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 уравнений Безу, т.е. предельное поведение знаменателей аппроксимаций Паде–Чебышева. По теореме 4 многочлены 
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Отметим, что в формулу для 
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Фиксируем произвольную точку 
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Очевидно, что при 
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Обозначим 
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Предложение 3. Среди любых чисел 
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Будем называть целое неотрицательное число 
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Будем говорить, что многочлен 
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Теперь мы готовы исследовать асимптотическое поведение 
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Теорема 5. Пусть 
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Доказательство. По формуле (3) коэффициент при 
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Здесь штрих означает, что при 
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Из определения дефекта 
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 и формулы (5) следует, что 
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Для получения нормированного многочлена 
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Докажем, что (7) совпадает с выражением: 
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Используя разложение дроби 
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 в ряд по многочленам Чебышева, получаем: 
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Воспользовавшись далее правилом умножения для многочленов Чебышева и сделав замены индекса суммирования, будем иметь:
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Заметим, что коэффициент при 
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Легко видеть, что 
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Окончательно получаем, 
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, т.е. что
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Т.к.
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, то мы приходим к формуле (6).
Итак, мы нашли частичные пределы последовательности знаменателей линейных аппроксимаций Паде–Чебышева типа 
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 для рациональной функции 
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 по последовательностям 
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. Нетрудно показать, что таким образом мы получили все частичные пределы. Поэтому, в полной аналогии с работой [5], нули семейства многочленов 
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 дают множество всех предельных точек полюсов аппроксимаций Паде–Чебышева типа 
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Геометрия множества нулей 
[image: image289.wmf](
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 изучена в [5].
Также, как и в [5], мы можем теперь доказать равномерную сходимость подпоследовательности 
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 внутри соответствующих областей к функции 
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. Можно также найти и области равномерной сходимости для последовательности 
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