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Применение фильтра Калмана в задаче измерения уровня и плотности жидкости с помощью двух датчиков давления
А.Л. Шестаков, А.С. Семенов, И.Г. Корепанов, О.Л. Ибряева
Application of Kalman filter to the problem of liquid level and density measuring by means of two pressure sensors
A.L. Shestakov, A.S. Semenov, I.G. Korepanov, O.L. Ibryaeva
Задача контроля уровня рабочей среды является одной из самых распространенных в системах управления технологическими процессами [1, 2]. Большое разнообразие физико-химических свойств контролируемых жидкостей определяет необходимость использования различных типов датчиков уровня. Наибольшее распространение получили датчики поплавкового типа и высокочастотные коаксиальные датчики. Однако каждый тип датчиков имеет свои ограничения и недостатки.
Существенный недостаток датчиков поплавкового типа заключается в том, что возможно заклинивание поплавка, ведущее к нарушению работы датчика. Высокочастотные же датчики могут работать лишь с электропроводящими жидкостями. В связи с этим возникает стремление рассмотреть другие типы датчиков, имеющих достаточно простой принцип работы и не имеющих ограничений, свойственных используемым.

Решение о возможности использования того или иного типа датчиков в условиях реального технологического процесса может приниматься лишь после тщательного исследования как конструктивных особенностей датчика, так и последствий воздействия на него дестабилизирующих факторов рабочей среды. Исходя из общетехнического принципа — чем проще устройство, тем оно надежнее, а также учитывая экономические аспекты, мы считаем, что особый интерес представляет исследование гидростатических датчиков уровня, как устройств, имеющих максимально простую конструкцию. Принцип действия гидростатического датчика основан на пропорциональной зависимости давления столба жидкости от его высоты. Кроме того, давление столба жидкости зависит от ее плотности, которую во многих случаях тоже следует считать переменной. 

Постановка задачи: измерение уровня и плотности жидкости с помощью двух датчиков давления.

Используется два датчика давления, расположенных в жидкости на разных высотах. Назовем иx датчик 1 и датчик 2, и пусть датчик 1 расположен на дне резервуара, а датчик 2 –  на 
[image: image1.wmf]1
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 выше датчика 1.

Задача, которой посвящена эта статья, такова: по данным двух датчиков давления отслеживать в режиме реального времени и с максимальной точностью изменения уровня и плотности жидкости. 

Помимо полезного сигнала, на выходе датчиков неизбежно присутствует шум, вызванный различными факторами, в том числе и случайными погрешностями измерения, присущими самим датчикам. Чтобы восстановить, насколько возможно, полезный сигнал, мы отфильтровываем шум с помощью рекуррентного алгоритма, основанного на фильтре Калмана [3]. Это находится в русле современной тенденции, связанной с «интеллектуализацией» датчиков: в вопросах обеспечения необходимой точности преобладающую роль начинают играть программно-алгоритмические, а не аппаратные средства [4].

Описание технологического процесса и процесса измерения линейными стохастическими уравнениями.
1. Связи между переменными в отсутствие шумов.
Мы будем обозначать данные датчика давления 1 буквой 
[image: image2.wmf]x

, а данные датчика давления 2 (верхнего) — буквой 
[image: image3.wmf]y

. Если бы не существовало ошибок измерения, и если бы жидкость в емкости находилась в идеальном покое, то превышение уровня жидкости над вторым датчиком 
[image: image4.wmf]H
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 и плотность 
[image: image5.wmf]r

 можно было бы найти по этим данным согласно формулам
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Хотя в этом пункте мы выписываем формулы в предположении отсутствия шумов, мы имеем в виду нашу цель — исследовать возможность восстановления величин 
[image: image8.wmf]H
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 и 
[image: image9.wmf]r

 по данным 
[image: image10.wmf]x

 и 
[image: image11.wmf]y

 в условиях шумов и возмущений с применением рекуррентного алгоритма фильтра Калмана.

Первая из формул (1) имеет нелинейный характер, в то время как применение фильтра Калмана значительно упрощается как в принципиальном, так и в вычислительном плане, если все зависимости имеют линейный характер. В нашей задаче нетрудно перейти к линейным зависимостям, если заменить пару переменных 
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 и 
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 на новую пару 
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. Имеем:
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Заметим, что переход к переменной 
[image: image18.wmf]z

 представляется осмысленным не только с точки зрения упрощения формул. В предположении постоянства площади горизонтального сечения емкости 
[image: image19.wmf]S

 величина 
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 пропорциональна массе 
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 жидкости, находящейся над вторым датчиком:
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Обратные к выражениям (2) зависимости — выражения измеряемых величин 
[image: image23.wmf]x

 и 
[image: image24.wmf]y

 через 
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 и 
[image: image26.wmf]r

 — являются, разумеется, тоже линейными. В условиях отсутствия шумов их можно следующим образом записать в матричном виде:
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2. Стохастические уравнения, описывающие ход технологического процесса.
Использование фильтра Калмана предполагает, что изучаемый процесс с разумной степенью точности описывается стохастическими дифференциальными или разностными уравнениями. Эти уравнения обычно отражают общие представления о «типичном» ходе процесса, отклонения от которого считаются случайными и описываются с помощью «шумов». Будем считать, что типичное поведение величин 
[image: image28.wmf]z

 и 
[image: image29.wmf]r

 — медленное изменение, приближенно линейное во времени. Так как измерения производятся один раз в единицу дискретного времени 
[image: image30.wmf]k

, наши уравнения естественно записать как разностные (дискретные).

Эти соображения, в сочетании с естественным стремлением сделать модель максимально простой, приводят к следующим линейным стохастическим уравнениям:
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Здесь индекс 
[image: image33.wmf]k

 нумерует дискретные моменты времени, 
[image: image34.wmf]w

 и 
[image: image35.wmf]w
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 — шумы процесса. В отсутствие этих шумов переменные 
[image: image36.wmf]z

 и 
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 зависели бы от 
[image: image38.wmf]k

 строго линейно. Заметим, что линейное изменение 
[image: image39.wmf]z

 при постоянном 
[image: image40.wmf]r

 отвечает заполнению или опорожнению емкости с постоянной скоростью, выраженной в единицах массы в единицу времени. Линейное изменение плотности 
[image: image41.wmf]r

 при постоянном 
[image: image42.wmf]z

 может быть вызвано, например, химической реакцией.

Таким образом, мы относим к «случайным шумам» все факторы, вызывающие отклонения хода изменения величин 
[image: image43.wmf]z

 и 
[image: image44.wmf]r

 от линейности: дрожание заглушек, открытие/закрытие вентилей человеком или автоматом (информация об этом не передается измерительному устройству) и т.д. Ясно, что характеристики этих шумов могут быть описаны лишь приближенно. Мы будем действовать так, как если бы эти шумы 
[image: image45.wmf]w

 и 
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 были нормально распределенными случайными величинами с нулевыми математическими ожиданиями и средними квадратичными отклонениями 
[image: image47.wmf]z
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, 
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 соответственно: практика применения фильтров Калмана показывает, что они успешно работают и во многих случаях отклонения от нормального (гауссова) закона.

Уравнения (4) суть два линейных разностных уравнения второго порядка. Стандартная схема фильтра Калмана предполагает, что мы переписываем их в виде одного векторного уравнения первого порядка. Уравнение первого порядка получится из уравнения второго порядка, если мы введем векторы-столбцы, содержащие наряду с величинами  
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z

 и 
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 также их значения в предыдущий момент времени, т.е. 
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Удобно ввести следующие обозначения:
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мы будем называть 
[image: image55.wmf]k
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 вектором состояния, и
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— матрица, описывающая эволюцию этого вектора в отсутствие шумов.

3. Уравнение, описывающее процесс измерения.
Уравнение (5) есть уравнение процесса, и к нему требуется еще добавить уравнение, описывающее измерения. Это будет соотношение (3), записанное через столбец 
[image: image57.wmf]k
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, определенный согласно (6), и с добавленным шумом измерения:
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Мы введем следующие обозначения:
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причем будем называть 
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 вектором результатов измерения, а также
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для матрицы, входящей в уравнение (7).

Фильтр Калмана и его применение к задаче.
1. Общие сведения о фильтре Калмана в случае линейной задачи с дискретным временем.
Согласно общей теории фильтра Калмана, алгоритм его работы таков: сначала задаются начальные значения среднего значения вектора состояния 
[image: image62.wmf]0
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 и его матрицы ковариаций 
[image: image63.wmf]0
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. Далее на каждом шаге дискретного времени 
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 выполняются две совокупности операций: прогноз и корректировка.

1.1. Задание начальных значений.
В качестве начального вектора состояния естественно взять вектор
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состоящий из величин, вычисленных согласно формулам (2) по данным датчиков в начальный (нулевой) момент времени, т.е.
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Что касается матрицы ковариаций 
[image: image68.wmf]0
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, ее наиболее целесообразный выбор обсуждается ниже в пункте 2.

1.2. Прогноз.
Прогнозируем 
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 по 
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, точнее, строим ожидаемые значения его среднего
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и корреляционной матрицы
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Знак минус сверху при величинах (9) и (10) подчеркивает, что это лишь предварительные оценки, полученные до измерения реального 
[image: image73.wmf]k
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. Верхний индекс 
[image: image74.wmf]T

 означает транспонирование матрицы. Матрица 
[image: image75.wmf]Q

 есть корреляционная матрица шума процесса, входящего в уравнение (5).

1.3. Корректировка.
Вычисляем матричный «коэффициент Калмана» (Kalman gain):
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здесь 
[image: image77.wmf]R

 — корреляционная матрица шума измерения, входящего в уравнение (7). Формула (11) для матрицы 
[image: image78.wmf]k
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 получается из требования минимизации следа апостериорной корреляционной матрицы 
[image: image79.wmf]k
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.

Затем обновляем оценку для среднего значения вектора состояния по новым результатам измерения 
[image: image80.wmf]k
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а также обновляем оценку для корреляционной матрицы:
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2. Сходимость матрицы 
[image: image83.wmf]k
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 к фиксированной матрице для линейных систем и упрощенная схема фильтра Калмана.
Практическая работа с фильтром Калмана в нашем случае линейной стохастической системы и большого количества измерений может быть упрощена. Для этого выделим из пяти уравнений (9)—(13) и рассмотрим отдельно следующие три уравнения: (10), (11) и (13). Они описывают изменение в дискретном времени матрицы ковариаций и коэффициента Калмана. Производимые вычисления независимы не только от оценок средних значений вектора состояния, осуществляемых по формулам (9) и (12), но и вообще от результатов всех текущих измерений (заметим, что в случае нелинейного процесса, для которого применяется обобщенный (extended) фильтр Калмана, это уже было бы не так). Используя численное моделирование (см. следующий раздел), можно увидеть, что после нескольких сотен итераций значения всех элементов матриц, входящих в уравнения (10), (11) и (13), стабилизируются.

Мы будем сразу использовать предельные (заранее вычисленные) выражения для этих матриц. Конкретно, для получения сглаженных оценок вектора состояния требуется одна из них — матрица 
[image: image84.wmf]k
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. Еще одна — матрица 
[image: image85.wmf]k
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 — есть оценка матрицы ковариаций этого вектора, нужная для оценки погрешности измерения. Эти выражения могут быть получены исходя из заданных матриц ковариаций шума процесса 
[image: image86.wmf]Q

 и шума измерения 
[image: image87.wmf]R

 с помощью достаточного числа итераций соотношений (10), (11) и (13), см. п. 3.

3. Допущения о характеристиках шума процесса и шума измерения и настройка фильтра.
3.1. Матрица ковариаций шума процесса.
Выбор значений элементов матрицы ковариаций шума процесса 
[image: image88.wmf]Q

 осложнен тем, что обычно получение информации об «истинном» ходе процесса затруднено. Оценка же матричных элементов 
[image: image89.wmf]Q

 может быть осуществлена следующим образом.

Прежде всего, обратимся к уравнению (5). Мы видим, что два элемента вектора шумов (т.е. второго слагаемого в правой части (5)) всегда нулевые — это вызвано тем, что 
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 в левой части (5) обязаны в точности повторить свои значения, уже находящиеся в правой части (5). Это приводит к тому, что, хотя матрица 
[image: image92.wmf]Q

 имеет размеры 
[image: image93.wmf]44

´

, ненулевыми в ней могут быть только 4 элемента, находящиеся на пересечении 1-ой или 3-ей строк с 1-м или 3-м столбцом.

Дальнейшие соображения о величине матричных элементов 
[image: image94.wmf]Q

 могут быть основаны на следующих общих соображениях о ходе технологического процесса. Можно, во-первых, принять, что процессы наполнения—опорожнения, приводящие к изменению массы жидкости (напомним, что величина 
[image: image95.wmf]z

 пропорциональна массе), идут в среднем независимо от процессов, приводящих к изменению ее плотности. В таком случае величины 
[image: image96.wmf]w

 и 
[image: image97.wmf]w
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 в (5) не коррелированы, и внедиагональные элементы матрицы 
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 равны нулю. Остаются диагональные элементы 
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 и 
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, первый из которых отвечает за отклонения хода изменения переменной 
[image: image101.wmf]z

 от линейности, а второй — аналогично для переменной 
[image: image102.wmf]r

.
Для оценки элемента 
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 можно поступить следующим образом. Рассмотрим 
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 уравнений (4) для 
[image: image105.wmf]k

r

, 
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Примем в качестве типичного начального условия, что плотность жидкости в начальный и следующий за ним моменты времени одинаковая: 
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. Складывая наши уравнения с учетом этого, получаем:
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Рассмотрим случайную величину 
[image: image110.wmf]1
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. Будучи средним арифметическим большого числа независимых случайных величин, 
[image: image111.wmf]m
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 является, согласно центральной предельной теореме, нормально распределенной случайной величиной с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 
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, где 
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 — среднее квадратичное отклонение случайной величины 
[image: image114.wmf]w
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С другой стороны, в силу (14) имеем 
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. Заметим, что 
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 есть дискретный аналог скорости изменения плотности 
[image: image117.wmf]r

. Зная примерный характер изменения 
[image: image118.wmf]r

 в данном технологическом процессе, можно указать интервал, в который с большой вероятностью попадают значения величины 
[image: image119.wmf]1
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, и оценить, следовательно, дисперсию 
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 величины 
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 и величину 
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. Конкретный пример такой оценки приводится ниже в разделе «Примеры численного моделирования».
Величина дисперсии 
[image: image123.wmf]2
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 шума, относящегося к величине 
[image: image124.wmf]zH
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, может быть оценена следующим образом. Поскольку наши стохастические уравнения (4) таковы, что шумы представляют дискретные аналоги ускорения соответствующих величин, указанная дисперсия может быть оценена с помощью  формулы Лейбница для второй производной произведения, которая приближенно верна и для дискретного времени:
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Предварительно нужно оценить, в частности, характерное ускорение величины 
[image: image126.wmf]H

D

. Далее в разделе «Примеры численного моделирования» мы проводим все эти оценки для конкретного примера.

3.2. Матрица ковариаций шума измерения.
Два датчика идентичны по своим характеристикам и работают независимо друг от друга, поэтому матрица ковариаций шума измерения 
[image: image127.wmf]R

 запишется в диагональном виде
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Здесь среднеквадратичные ошибки 
[image: image129.wmf]s

 для данных датчиков считаем известными.

3.3. Вычисление матрицы ковариаций вектора состояния и матричного коэффициента Калмана.
Как уже отмечалось, матрица 
[image: image130.wmf]k
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 ковариаций вектора состояния с ростом 
[image: image131.wmf]k

 быстро стабилизируется и перестает зависеть от своего начального значения 
[image: image132.wmf]0
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. То же происходит и с матричным коэффициента Калмана 
[image: image133.wmf]k
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. Их предельные значения, однако, зависят от матриц 
[image: image134.wmf]Q

 и 
[image: image135.wmf]R

 и, разумеется, от матрицы 
[image: image136.wmf]A

, описывающей ход процесса.

Примеры численного моделирования.
1. Числовые характеристики процесса и датчиков.
Мы будем исходить из следующих характеристик технологического процесса и датчиков, типичных для некоторых процессов радиохимического производства.

· Реагенты могут иметь переменную плотность, меняющуюся в пределах от 700 кг/м³ до 1200 кг/м³, типичное значении — 1000 кг/м³.

· Плотность может измениться максимум на 100 кг/м³ за 1 час.

· Измерения снимаются один раз в секунду, т.е. единица дискретного времени — одна секунда.

· Типичное время открывания/закрывания заслонки — 20 секунд.

· Типичная скорость налива — 1 сантиметр в минуту.

· Высота емкости — от 1,5 до 6 метров.

· Шум измерения для каждого датчика — 0,15% от верхнего предела измерения, равного 100 кПа ≈ 10 м водного столба.

2. Настройка фильтра — выбор значений матричных элементов.
2.1. Матрица ковариаций шума измерения.
Элементы матрицы ковариаций шума измерения 
[image: image137.wmf]R

 определяются характеристиками датчиков. Согласно п.1, шум измерения для каждого из двух датчиков принимается равным 0,15% от верхнего предела, равного 100 кПа, т.е. 150 Па. Два датчика работают независимо друг от друга, поэтому 
[image: image138.wmf]R

 записывается в диагональном виде (16), где 
[image: image139.wmf]150
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2.2. Матрица ковариаций шума процесса.
Оценим теперь элементы матрицы 
[image: image140.wmf]Q

. Как отмечено в п. 3.1 раздела «Фильтр Калмана и его применение к задаче», матрица 
[image: image141.wmf]Q

 имеет два ненулевых элемента: 
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, причем для оценки 
[image: image144.wmf]33
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 необходимо знать примерное поведение величины 
[image: image145.wmf]r
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Согласно нашему предположению, за 1 час (3600 сек.) плотность может измениться в пределах величины 
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 кг/м³. Шум 
[image: image147.wmf]w
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 определяет, согласно (4), дискретный аналог второй производной по времени от 
[image: image148.wmf]r

 («ускорение» величины 
[image: image149.wmf]r

). Если, скажем, в начале процесса скорость изменения 
[image: image150.wmf]r

 была нулевой (заметим, что именно это мы неявно предполагали в формуле (8), приписав одинаковые значения 
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 нулевому и предшествующему, т.е. «минус первому», моментам времени), а через час достигла величины 
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, то с разумной степенью точности можно оценить среднюю скорость как 
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()/2

nn

rr

+

-
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, и мы можем считать, что значения величины 
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 с большой вероятностью попадают в интервал 
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, а значения случайной величины 
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 содержатся тогда в 
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. Далее, пользуясь правилом трех сигма, можем считать, что 
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 и, следовательно, 
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. Итак, 
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Далее оценим дисперсию 
[image: image163.wmf]2
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 для шума 
[image: image164.wmf]w

 величины 
[image: image165.wmf]zH
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. Как и в случае плотности 
[image: image166.wmf]r

, шум процесса отвечает за «ускорение» этой величины. Сначала оценим характерное ускорение величины 
[image: image167.wmf]H
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 из следующих соображений. Предполагаем, что типичная скорость налива 1 сантиметр в минуту (
[image: image168.wmf]4
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 м/с) и обычно почти постоянна, но может меняться при открывании или закрывании вентиля приблизительно от нуля до этой величины или, наоборот, в течение 20 секунд. Таким образом, наибольшее ускорение величины 
[image: image169.wmf]H

  есть 
[image: image170.wmf]45
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, и имеет смысл принять, исходя из правила трех сигма, что наиболее характерное значение этого ускорения в три раза меньше максимальной величины, т.е. равно 0,000003. Заметим, что это «ускорение», строго говоря, не представляет собой нормально распределенной величины, тем не менее, фильтр Калмана, как показывает опыт его применения в технических задачах, работает успешно и в этой ситуации.

Теперь мы можем оценить дисперсию 
[image: image171.wmf]z
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 как «характерное ускорение» величины 
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. Подставляя в (15) характерные значения величин 
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 и 
[image: image174.wmf]H
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, а также скоростей и ускорений их изменения, получаем следующую примерную оценку:
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3. Результаты численного моделирования.
Мы моделируем величины  
[image: image176.wmf]z

 и 
[image: image177.wmf]r

 как случайные величины, удовлетворяющие уравнению (4).  Значения всех характеристик случайных процессов мы берем соответствующие  настройкам фильтра (отметим, тем не менее, что фильтр Калмана хорошо работает и в том случае, когда характеристики шумов отличаются от ожидаемых). На рисунках 1 и 2 показаны графики величин 
[image: image178.wmf]/
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 и 
[image: image179.wmf]r

 в этом случае. На рисунках многочисленные «разбросанные» точки показывают зашумленные результаты измерения величин 
[image: image180.wmf]H
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 и 
[image: image181.wmf]r

. Две практически совпадающие линии –  это реальный ход процесса и результат работы фильтра.
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Рисунок 1
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Рисунок 2
Из рисунков 1 и 2 видна высокая эффективность фильтрации. Чтобы ее увидеть еще точнее, на рисунке 3 показана разность между реальным ходом процесса изменения плотности 
[image: image184.wmf]r

 и необработанными данными измерения, а на рисунке 4 – между реальным и полученным в результате работы фильтра Калмана. Для крупного плана на рисунках 3 и 4 выбран участок времени 2200 – 2400 сек.
[image: image185.jpg]



Рисунок 3
[image: image186.jpg]



Рисунок 4
Таким образом, моделирование показывает, что, во-первых, стохастические уравнения (4) обеспечивают довольно реалистичный характер изменения уровня и плотности рабочей среды. Во-вторых,  «интеллектуализация» измерительной системы с помощью фильтра Калмана приводит к резкому (более чем на порядок) повышению точности измерения.
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